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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальнос1ъ темы. В настоящее крс~1 я наблю,д<tстся эаметныf! рост интс-
реса физиков теоретиков к методам дробно1·0 математи•1еского анализа. 13 перuую 
0•1ередь это обусловлено м1юrо•1исле1111Lши эффРктивными приложенинми ннтсrµо-
дифференцирования дробноrо норядка к описанию ши1юкого класса фи:шческих 
процессов и нuлений, имеющих место в систс).!ах со степенной 11елокал1,ностhю, 
со стеnепной nамятLю и фрактальностью. 
Актуальной задачей соuременноll 'l'СОJ>етической физики являетсs1 исследова· 
ние явлений и систем , характери:зующихся нелока.r1ы10с·1ъю , эредит<tрноrтыо , нсмар-
ковостью, фрактн.льностью, 11е1 ·а,,,.,ильтонопост1,ю. Последние годы у;1сш1стп1 бщ11,-
шое вню.tание исследованиям степенной нелокалы10ст11 11 стс11с11ной долrоврсмсн-
ной памяти . Эти свойства изучаютсн дш1 систем разю1•1ной физ11L1сской природы, 
аr11осящихся к различным масштабам (от наноt:ис·1·е,,,., до космо;ю1·ии), дю1 кванто-
вых и классических систем, для непрерывных и ;~,искретных . 13 наt:тшш\ее вре:.1я 
зарождаются ос1юнныс физиче(;кие концснции и создаюто1 матсматиче1~кие ме-
тоды одного из современных на11равлений rеоретической физики, 11юываемо1'0 
дробной динамикой (fractional tlynamics). Фактически 11 настоящее время рожда­
ется новый рн.::цел физики - дробная динамика. Правда :пот тrрмин еще н1: яв­
ляется устоявшимся в русскоязычной научной литературе, •1то 11ел1,зя скюать об 
англоязы •шой. 13 этом раз,'\Сле теорети•1сt:кой физики рассматриваются в первую 
<JL1ередь общие свойL"rва физи•юских 11роцессов со стененной памятhю , со сте11е11-
ной нелока ... 1ьностью и фракта:1ыюс1ъю . При :пом изу·1аются нonL1e динамические 
свойства систем ра.1личноА физической природы и масштабов, не зависящие от 
материала среды и,1и тина фи:JИческой Сf1стемы, в котором осущ~ствлястся эта 
динамика. 
Свойст11ами и явлениями, описываемыми предлагаемыми в диt:сеµтации мо­
делями теоретической фи~шки , я вляютсн (а) дош·онрсмснна}1 11амят1" эрсдитар-
з 
ность, нсмарковоская динамика; (б) сте11е11ная 11ростра11ствен11ая 11елокальность 
и нг.JJокальные юаимодействия стенсшюго тина; (в) фрактальность структуры 
и се 11сцелая топологическая размерность. Осноuой описания указанных нвле-
ний и сnойстu яuдяются методы интс1·1ю-диффере11цирования дробного порядка 
и ,Т\робноrо математического аншшза. история которого нuсчитынает более трех-
сот лет 11 1юсходит к исследованиш.1 (юльшого чиеJ1а известных математиков, та-
ких как Лейбниц, Лиуви.•rль, Риман, Абель, Рисе, IЗС'йль. Интегралы и 11роиз­
водные нецелого порядка, а также дробные и11тегро-диффсµенциалы1ыс уравне­
ния находят множество 11рим~-;11ений в современных исследованиях в физике и 
механикt-. Новые возмож1юсти в математике и теоrюти'IСской физике 1юявляют-
ся, ко1ла 1юрядок п дифференциально1·0 оператора D~ или интегрального опе­
ратора /'; етановится п1юизвольным параметром. При этом мнш·ис иэ обы'"!ных 
свойств ;1иффере11uирования цсJю1·0 норя;~ю\ D~ не выпо;шяются для оаераторов 
д~юбного диф<rсрснцирования D~. Например, правило дифференцирования про­
изведения, нравиJю дифференцировн.ния сложной функции, полуrруrшовое свой-
ство. о•rевидные для производной перво1·0 норядка D:r., не имеЮ'Г мt::ста для опе-
раторов D.~. Однако существуют аныюrи Э'ГИХ нрави;~ и ~:войств, :~адаваемые до-
вольно 11ю11юздкими соот1юшенинмн. Дробный математи•1еский авали:~ явщ1ется 
важнейшим методом лля построения ~лодслсй тео1,стической фиэики, в которых 
и11тегро-диффере1щиа.11ы1ые операторы дробноrо норядка по времени и координа-
там описывают степенную до.1rосрочную памяп, и 11рпстра11стве1111ую неJюкаль-
1юсть сложных сред. процессов и яв;1Р11иJ1. 
Нелокальные nзаимодсйствин изу'1<J..11ись как в дискретных система.'С, так и в 
их непрерывных аналогах. начиная с ра(ют Дайеона, Накано и Такаханш. Физи-
ческие 11ро1~ессы с ;~,ол1·овремснной памтъю исследова.1ись в вя:жоупругих сре­
дах, начиная с рСiбот Бnлhцмана, Вольтера и Раfютнова. Фрактальные распреде-
ления rюлей и 'Iастиц активно При 
этом оставались нерешенными проблемы описаню1 динамики фрактальных ере;\ 
и µаспредеш~ний, динамики диэлектрических сред с универсальны:.~ откликом, 
негоJ1ономных систем со степенной памнтью, в:заимосвязи дискретных отображе­
ний с намнтью и уравнений движения, согласонанного описания интегральных и 
диффере1щиа:1ьных векторных онераций дробного 1юрядка, получения уравнений 
дробной кинетики из статистической механики, связи дискретных и непрерывных 
моделей физических систем с нелока.11ыюстнми стенешюr'о типа, ~~арковской ди­
намики 1·амильто11овых и негамильтоновых квантовых систем со степенны:-л экра­
нированием окружения, квантования ю1тегро-диффсре11цированин дробного по­
рядка и некоторые другие. 
Цель работы. Цеш,ю работы является 
Разработать метод построения теоретических моделей, 1юзволяющий описы­
вать динамику фрактальных сред и распределений массы, :1аряда, различных ти­
пов полей и •1астиц, и применить этот мето;\ длн описания фрактальных систем 
в гидродинамике, в механике твердого тела, в электродинамике, в аналитической 
механике, в статистической механике. 
Построить молели нелокальных взаимодействий для дискретных физических 
систем, таких как криста.1личе(;кие решетки и линейные цепочки, которые в непре­
рывном пределе будут описывюъся уравненинми движенин с производными дроб­
ного порндка. 
Развить методы дробнОI'О векторного ман•ма·1·11ческого анализа и ;1робноrо nнеш­
нсrо исчисления для построения мощ~лей фиэических систем со степенной нело­
кальностью и 11рименить эти методы для описю111я ~юделей нелокалы1ых систем 
в электродинамике, статистической механике, аналитической механике. 
Построип" теоретические модели систем различной физической природы, обла­
дающих стеленной памятью, а именно, (а) диэлектрических сред, 1юд•111няющихся 
законам универсЗJ1ыюго отклика; (6) механических систем с неголономными свя­
зями и долговременной степенной памятью; (в) физических систем с нериоди•1е­
скими толчками и степенной памятью, уравнения движения которых допускают 
нредставление в виде дискретных отображений с памятью. 
Построить MO/\CJIИ марков<.:ких гамильтоновых, негамильтоновых и открытых 
квантовых си<.:тем со с.-rепенным экранированием окружения и разработать метод 
вейлевскоrо квантования ивтеrро-дифференцирования дробного порядка для по­
строения квантовых а1шлоrов модеJiей со степенными нелокальными свойствами. 
Научная новизна. Новизна научных результп:rов, нолу•1снных автором и вы­
носимых им на защиту, определяется следующим. 
а) Построены принципиально новые модели описания динамики фрактальных 
сред и рас11рсдслений, в которых они представляются специальными сшюшны­
ми средами, при этом их характеристики и динамические законы оп11сывюотся 
и11тсгрЗJ1ы1ыми уравнениями дробных порядков раrшых нецелым (массовой, за­
рядовой, •1астичной и др.) размерностям сред и распределений. 
б) Впервые разработан метод получения в непрерывном пределе моделей нело­
кальных сшюшных ере;\, описываемых интегро-Аифференцированием нецелого 
порядка по координатам, иэ уравнений движения дискретных си<.:тем {таких как 
линейные цепочки и кристаллические решетки) с нелокалы1ы~1и взаимодействи­
ями степе111юrо типа. 
в) Впервые вэаимпо соrла<.:овано определены дифференциЗJrьнь1с и интеrраль­
ные векторные операции дробного порядка, на их о<.:нове сформулированы и ;1ока­
:iа11ы обобщения интегральных теорем Грина, Стокса, Гаусса. Испо11ьэуя методы 
дробного векторного анализа, нами были но<.:тросны новые модели статисти•1е<.:кой 
механики и электродинамики со степенными нелокалыюстями. 
r) Впервые nо<.:тросны мо;1,ели градиентных и гамильтоновых систем дробно­
го порядка, позволяющие сводить изучение широкоru класса неградиентных и 
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не1·амильтоновых систем к исследованию свойств обобщенных потеfщиа.rюв и ~·а­
мильтонианов. 
д) Предложен новый метод описания электромагнитных llOJieй в диэлектри­
ческих сре)\ах, 110дчиняющихся законам универсального отклика, основанный на 
использовании ура1шсний с интегро-дифферс1щирова11иями дробного порядка, ко­
торый явно выражаете}! чсрсэ эю;11ерю.юнта.;1ыю и>мер11!.1ыс показатели стеш~н­
вой зависимости универсального отклика. 
е) Впервые построены модели физических систем, на которые наложены него­
лономные связи с памятью, описываемой интегро-дифференцированиями Рима!lа­
Лиувилля и Капута 11робного порядка. 
ж) Впервые !lостросны беэ кRких-либо а~шроксимаций :vюдели дискретных си­
стем (отображений) с намятыо, эквивалентныс моделям физических систем с пе­
риодическими толчками и со степенной памнтью, 01111сываемой интегро-дифферен­
цированием дробного ворядка. 
з) Впервые построены модели ква~1товь1х rамиш,тоновых и нсгамильтоновых 
систем со степенным экранированием окружения, в которых использовались дроб­
ные степени суперо!lераторов. 
и) Внсрвые реализовано ВЕ:'йлсвскос квантование интегро-диффсреtщирования 
Римана-Лиувилш1 и Лиувилля дробного порядк<t, !lо:~воляющее опиеынать кван­
товые аналоги класси•rеских систем со степенными нелокальностями. 
Достоверность. Достоверноl'ть реэультатов, полу'1Р11ных в диссертации, обес­
печивается использованием современных математических методов расчета, ясной 
физической интерпретацией описываемых свойств и явлений, воз~юж1юс·1ъю экс­
периментальной проверки полученных решений. Правильность результатов про­
верялась с помощью предельных переходов к известным слу'1ашл и ие11от,зова­
нием компьютерных программ ана,,1ити•1еских вычислений. 
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Практическая ценность. Построение моделей фрактальных сред и проr\ес­
сов имеет практическую ценност1" так как в 11ред:~агаемых моделях дробный норя­
!\lЖ интегрирования выражается через экспериментально измеримые (массовые, 
зарядовые и другие) нецелые ра.з~юрности этих срел 11 распределений. Резуль­
таты, поду•1е11ные 11 рамках дробно-интегралы1ых моделей, могут быть исполь­
зованы при расчетах ;\инамических характеристик и мультипольных моментов 
фрактальных сред и распределений различных типов в раэличных областях от 
астрофизики )\О расчета коллекторон нефтегазовых мссторож)\епий. 
В полученных уравнениях для электромагнитного поля в диэлсктµи•1еских сре­
дах, под•1и11яющихся законам универсального отклика, лробный порядок интеrро­
диффере11цирования явно выражается через экс11ериментально измеримые пока­
:~атели степс11ной зависимости универсального отклика. Эти уравнения 1юз1юля­
ют в широком диапаэоне частот точно описывать свойства материалов с низки:.1и 
потерями на излучение, которые имеют важное значение для стелс-технолоrиl!:. 
Дискретные отображения с памятью, полученные из уравнений днижения с 
производными дробных порядков, мо1'ут быть использова~1ы в ком11ьютерном мо­
делиронании физических систе:.1 с дол~·онрсменной степенной памятью, что 11оз-
1ю;1яет исс:1едовап. вовью типы ре1'улярпых и странных аттракторов. 
Полу•1е1111ыс в ,циссертации модели 011иса11ия физических систем со сте11ен­
ной пространственной нелокалыюстью, со степенной ,цою·оврсменной па:v1ятыо, и 
фрактальными свойствами но :>.tН01·ом расширнют существующие представления о 
,цинамических свойствах :~тих систем и мо1·ут стать важной с~астью учебных кур­
сов по теоретической физике. 
Личный вклад автора. Дне монографии на английском языке, олна пере­
ведена на русский язык, и 41 статья, опубликованная по теме диссертации в ре-
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цензируемых российских и зарубежных журналах, являются единоли•шыми нуб­
ликациями автора диссертации. В 14 стап,ях, 1Jь111ол11снных с соавторами и опуб­
ликованных в рецензируемых зарубежных журналах, вклад автора диссертации 
является определяющим, как на этапах постановки задач, так и на этапах прове­
дения аналитических расчетов, а также интерпретаI\ИИ полученных результатов. 
Апробация работы. Материалы диссерта1\ии докладывались и обсужда.1111сь 
на научных семинарах НИИ ядерной физики МГУ, фиэи•1еско1·0 факультета и ин­
ститута математи•1есю1х наук им. Куранта Ныо-Йоркского университета (США), 
физиче(:кого факультета университета Барселоны (Иснавия), математического 
факул1,тета Сингапурского университета (Сингапур), а также на между11арод11ых 
конференциях: ХIХ-ая МеЖi\ународная конференция по фиэике высоких энергий 
и квантовой теории поля (2010, Моск1Jа); Международная конференция "Ди11а­
ми•1еский хаос и нсра1Jновесная статистическая механика: От то•1ных результа­
тов к применениям в на110-системах 11 (200G, Си111·а11ур); Международная конфе­
ренция по хаотическим явлениям переноса и сложности в жидкостях и 11ла.зме 
(2004, Карри ле Роует, Фран1\ия); XVII-aя Международнан конференция 1ю фи­
зике высоких энергий и квантовой теории полн (2003, Самара-Ся.ратов); Первый 
международный <.;Импозиум по кванто1Jой информя.тике (2002, Липки, Москов­
ская область); XVI-aя Международна>1 конференция по физике высоких э11ергий 
и квантовой теории ноля (2001, Москва); ХV-ая Между11арою1ая конферснния по 
физике высоких энергий и квантовой теории поля (2000, Твсµ1,); XIV-aя Меж­
дународная конференция 1ю фи:шке высоких энер1·ий и квантовой теории поля 
(1999, Москва); 37 Международная университетская конфере~щин 110 физике яд­
ра и частиц (1998, Шладминг, Австрия); XII-aя Меж;~...vнародная конференция по 
физике высоких энергий и квантовой теории поля (1997, Самара); ХI-ая Междуна­
родная конференция по физике 1Jысоких энер1·ий и квантовой теории поля (1996, 
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Санкт-Петербург); Международная конфере1щия 110 киантовой дисси11ации и ее 
11рименениям (1996, Триест, Италия). 
Исследоnания, результаты которых вошли в настоящую диссертацию, быJТи 
1юдцержаны Московским государственным уни!!ерситетом имени :Yl.B. Ломоносо­
ва: грант 2006 года за цикл статеn "Физика фракта.т1ы1ых сред и процессов" и 
~·рант 2009 года за мо1101·рафию "Квантовая механика негамильтонпвых и дисси­
пативных систем"; Российским фондом фундаментальных исследований в 2002-
2003 годах: грант No. 02-02-16444-а "Исследования теорий с дополнительными 
измерениями и нетривиальной структурой пространства-времени"; в 2000-2001 го­
дах - грант No. 00-02-17679-а "Изучение фюи •1еских эффектов в моделях с дшюл­
нительными измерениями и нетривиальной структурой пространства-времени''; 
Министерством ::>нергетики США (U.S. Departmcnt of Energy): грант No. DE-
FG02-92Eil54184; Офисом Воешю-морских Исследований США (OS Office of Naval 
R.eseareh): 1·ра~1т No. N00014-U2-1-0056; Национальным научным фондом США 
(U.S. National Scieпce Fouпdation): грант No. DMS-0417800. 
Публикации. Основные результаты диссертации изложены в 3 монографи­
ях и н 55 статьях, ш1убликова~шых в рецензируемых россиАских и зарубежных 
журналах. И::~ них 53 статьи опубликованы в журналах, включён11ых в систему 
цитирования Web of Scieпce: Sciencc Citatinn Index Expaпdcd. С11исок статей и мо-
1101'рафиi1 приведен в конце автореферата. 
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че­
тырех r;1ав, ::~аключения, приложений и списка литературы. Она содержит 298 
страниц машинописного текста, в том числе основной текст 255 страниц. Приве­
денная библи01·рафия содержит 330 наименований. 
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СОЖЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении ,ri,aн краткий обзор разли•1ных полходов к проблеме описания 
физических систем, обладающих свойствами степенной нелокальности, фракталь­
ности и степенной 11амятью, иснользующих методы интегро-дифференцирования 
дробного норядка. Формулируются тема и l)Сновные цели диссертации, обосновы­
вается их актуальность, схематично излагается содержание каж/1,ОЙ главы. 
В первой главе рассматриllаются основные понятия 1 робно-инте1·ральных 
моделей фрактальных распределений и сред. Интегрирование нецелого поря;~ка 
используется для описания фрактальных распределений массы, заряда, по"1ей, 
частиц и вероятности. В первой главе рассмотрены дробно-интегральные модели 
фрактальных ере;\ и распределений в гидродинамике, в механике абсолютно твер­
дого тела, в теории случайных процессов, в :ыектродинамике, в статистической 
механике. Выводятся уравнения движения и онисываются свойства фрактальных 
сред и распределений. 
В первом параграфе первой главы рассматриваются осноnные нонятия 
щюбно-инте1·ральных моделей фракта.r1ы1ых сред. У реальных сред и физических 
систем фрактальная структура не может наблюдаться на всех масштабах. Среды 
и системы обладают наименьшим характеристическим размером таким, как ра­
J\ИУС части11ы (нанримср, атома или молекулы). Фрактальная структура обычно 
существует при тех масштабах Il, для которых R > RiJ, где Ro - характерный 
размер частицы сре;\ы. В силу это1·0 ис1юльзуется физический аналог размер­
ности Хауслорфа, ;1ля которого не требуется нредельного перехода к бесконечно 
малым диаметрам покрыuающих множеств. В качестве такой размерности ис­
пользуются массовая размерность, зарядовая размерность и размерность числа 
частиц. Под фрактальными средами в диссертации подразумеваются среды, рас­
пре;1сле1шые в пространстве !Rn, где п = 1, 2, З, массовая размерность D которых 
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меньше размерности пространства п. Рюмерность D фрактальных сред может 
быть эмнирически получена методом поклсточ1ю1·0 счета {box-co1111ting шethod). 
Интегрирование нецелого порядка иснот,зуется для описания фрактальных рас-
11рсде.1сний массы, заряда, частиц и нероятности. Порядок интегрирования равен 
соответстRующсй (массовой, зарядоrюй, частичной) раамерности фракта.Jiьного 
распределения или среды. Для описания фрактальных сред и распреде;1ений с 
помощью дробно-интегральных моделей ис110льзуются два основных понятия та­
кие, как шют110сть состояний c71 (D, r) и функция распределения p(r, t). Функция 
en(D, r), явш1ющаяся плотностью состояний, описывает то, как плотно упакованы 
разрешенные состояний в пространстве R". При этом свойства СИ:\>!метрии функ­
ции плопюсти состояний c,,{D, r) должны определяться свойствами СИ:\>!Метрии 
фракт&11ыюй сре/\Ы, то есть симметрией распределения разрешенных состояний 
в ней. Функция p{r, t), являющаяся функцией плотности распре/\еления, описы­
вает раснределение физических величин (например, таких как масса, электриче­
ский заряд, вероятность, число частиц) на множестве разрешенных состояний в 
R" в момент времени t. Приводятся модели фрактальных распре/\елений частиц 
и рюрешенных состояний. Обсуждаются методы описания массы, заряда, числа 
частиц и вероятности для фрактальных сред и распределений. 
Во втором параграфе первой главы рассматривается гидродинамика фрак­
тальных сред, описываемых в рамках дробно-интегральной МО/\ели. В дробно­
интсгра:1ьной модели характеристики фрактальных сред определены ве31~,е внут­
ри области, при этом они подчиняются дробно-интегральным уравнениям, поря­
J\ОК которых равен массовой рюмерности среды, то есть предлагается расо.штри­
вать фрактальные среды как особый тип сплошных сред, описываемых с номощью 
специальных (дµобно-интегрн..пы1ых) моделей. В общем случае фрактальные сре­
ды не могут рассматриваться как сплошные среды, поскольку существуют точки 
и области во фрактальной среде, которые не заполнены чаетицами среды. Ре&11ь-
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ные фрактальные среды с неце,10й массовой размерностью описываются не как 
фракта.пьные множества, а как особые сплошные среды, для описания которых 
применяется интегрирования дробного поря;1ка, равного массовой размерности 
фрактальной сре1 ы. Интегралы дробного порядка применяются для получения 
обобщений уравнений законов сохранения на фрактальные среды. Выводятся ин­
тегральные уравнения дробного порядка, описывающие законы сохранения мас­
сы, импульса и внутренней энергии IJO фрактальных средах. ИспОJrьзуя /\робно­
интегральную модель, получаем соответстuующис дифференциальные уравнения 
с производными целого порядка для описания законов сохранения массы, импуль­
са и внутренней энергии в дифференциальной форме для фракта.J1ы1ых сред. 
Рассматриваются обобщения уравнений Навье-Стокса и уравнений Эйлера для 
фрактальных сред. Предлагаются уравнения равновесия ДJIЯ фрактальных сред 
и обобщения интеграла Бернулли. Расс:'.1атриIJаются 3вуковые волны во фрак­
тальных средах с использованием дробно-интегральной модели. 
В третьем параграфе первой главы рассматривается динамика фракталь­
ных неупругих твердых тел. В рамках дробно-инте1·ралыюй модели предлагают­
ся интегральные уравнения дробного порядка для вычисления моментов инер­
ции фрактальных твердых тел. Рассматриваются примеры вычислений .моментов 
инерции для фрактальных твердых тел в форме шара и цилиндра. Доказьшается, 
что уравнения движения фрактальных твердых тел имеют тот же вид, что и урав­
нения для нефрактальных твердых те,1. При этом моменты инер11ии фрактальных 
те,1 отличаются от мо:.1ентов инерции обьРrных тпер.п,ых тел той же формы и мас­
сы. В качестве примеров движения фракта.11ы1ых твердых тел рассматриваются 
динамика маятника. Максвелла с фракта..1ьным твердым телом и :~адача о скаты­
вании по наклонной плоскости недеформируемого шарообразного фрактального 
твердого тела. Полученные уравнения позволяют экспериментального определять 
массовые размерности фрактальных твердых тел путем измерения периодов ко-
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лебаний и скоростей движения этих тел. 
В четвертом параграфе первой главы рассматривается электродинамика 
фрактальных распределений зарядов и полей. В общем случае распределения за­
ряженных частиц могут быть фрактальными с нецелой зарядовой или частичной 
размерностью. Для описания электрических и магнитных полей фрактальных 
рас11рсделений частиц 11рименяются дробно-интегральные модели, в которых ис­
пользуются непрерынные распределения электрического заряда, описываемые и11-
тегралы1ыми уравнениями дробного порядка. Предлагается дробно-интегральная 
модель для описания электрических и магнитных полей, создаваемых фракталь­
ными распределениями. Приво;\ятся формулы полного электрическо1·0 заряда и 
силы тока фракта.11ы1ых раснределений зарядов. В рамках дробно-интегральной 
модели формулируются теоремы Гаусса и Стокса для фрактальных распределе­
ний. Рассматриваются простые примеры полей, создаваемых гомогенными фрак­
тальными раснределениями. Законы Кулона и Гаусса, Био-Санара и Ампера фор­
мулируются для фрактальных распределений в рамках дробно-интегральной мо­
дели. Предлагаются методы вычислений электрического дипольного и квадру­
польного моментов фрактальных распределений зарядов. Обсуждаются уравне­
ния магнитогидродинамики фрактальных распределений заряженных частиц. 
В рамках дробно-интегральной модели фрак·rального распределения получены 
интегральные уравнения Максвелла дробного порядка. Показано, что фракта.11ь­
ное распределение может быть представлено как некоторая эффективная среда. 
Уравнения для электромагнитных нолей фрактальных распределений интерпре­
тируются как эффекты поляриза~\ии и намагниченности, создаваемые фракта.ль­
ным рас11ределением. Более того, и само электромагнитное поле также изменяется 
фрактальным распре;\елением. Из обобщенных уравнений Максвелла виден эф­
фект изменения фрактальным распределением свободных электрических зарядов 
и плотности тока. Это изменение существует в дополнение к эффекту появления 
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пош1ризации и токов намагниченности. Эффективная электрическая проницае­
мость е: и эффективнан магнитнан нроницаемость µфрактального распределения 
определяются плотностыо еостонний и зарядовой размерностью распределения. 
Уравнения для электромагнитно1·0 ноля в этом елучае могут рассматриваться как 
уравнения с некоторым эффективным магнитным монополем. 
В пятом параграфе первой главы предлагается обобщение прющипа ста-
1~ионарности действия для фрактальных сред. В качестве примера вьшоднтся 
уравнения Гинзбурга-Ландау для фрактальных еред с использованием соответ­
ствующих обобщений функционала свободной энергии и вариационного уравне­
ния Эйлера-Лагранжа. 
В шестом параграфе первой главы рассматриваются уравненин Ченмена­
Колмогорова и Фоккера-Планка. для фрактмьных сред. Предлагается обобще­
ние уравнении Че11ме11а-Колмогорова на случай фрактальных распределений ве­
роятности, описываемых в рамках дробно-интегральной модели. Под фракталь­
ным раснределением вероятности подразумевается такое распределение вероят­
ности во фрактальной среде, при котором вероятность найти час-rицу вне этой 
среды равна нулю. Предложенное уравнение Чепмена-Колмогорова представля­
ет собой интегральное уравнение дробного порядка по координатам. Уравнение 
Чснмена-Колмогорова /1,робного 11орндка 11ризвано 011исывать марковские процес­
сы во фрактальных средах в рамках дробно-интегральной модели. Из дробно­
интегральноr·о уравнения Чепмена-Колмогорова выводится обобщенное ураnне­
ние Фоккера-Планка, описывающее динамику фрактальных распределений в рам­
ках дробно-интегральных моделей. 
В седьмом параграфе первой главы рассматрива.ется статистическая ме­
ханика фрактальные распределения в фазовом 11ространстве. Длн описания таких 
распределений применяется /1,Робно-интегральная модель, в которой иснользуют­
ся интегральные уравнения дробного порядка для средних значений и нормиро-
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вочных условий. Ядрами дробно-интегральных уравнений по координатам явля­
ются плотнос1·и состояний в фазовом пространстве. При получении обобщений 
уравнений Лиувилля и Боголюбова для фрактальных распределений разрешен­
ных состояний в фазовом пространстве используются дробно-интегральные нор­
мировочные условия и выражения для средних значений классических набJ1юда­
емых. В э·rих uбобщениях используются интегралы дробного порядка, позволяю­
щие учитыва-1ъ степенную плотноС'lъ состояний. Порядок дробного интегрирова­
ния равен фрактальной размерности числа состояний. 
Во второй главе рассматриваются модели физических систем и сред с нело­
кальными свойствами и с нелокмьными взаимодействиями степенного типа, для 
описания которых применяются мС'Годы интегро-дифференцирования дробного 
порядка по координатам. 
В первом параграфе второй главы рассматриваются модели цепочек и ре­
шеток с нелокал1,ным взаимодействием, а также их непрерывные пределы. Опре­
деляется отображение моделей дискретных систем в модели специальных сплош­
ных сред, 01шсыв<.1емых интегро-дифференциальными уравнениями дробного 110-
рядка. Описывается широкий класс нелокальных взаимодействий в решетках и 
цепочках, которые в непрерывном пределе приводят к дифференциальным урав­
нениям е производными ,т~;робного порядка. Показано, что существует взаимосвязь 
между уравнениями ,т~;вижения систем с нелокальным взаимодействием частиц и 
уравнениями дробного порядка для сплошных сред. Рассматривая решетку свя­
занных нелинейных осцилляторов, и переходя к непрерывному пределу, мы выво­
дим дробные дифференциальные уравнения, описывающие динамику сложных 
сплошных сред. Уравнения движения для цепочки с нелокальным взаимодей­
ствием отображаются в уравнения с дробными производными Рисса. Нелинейные 
нелокальные взаимодействия для дискретных систем используются для получе-
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ния обобщений уравнений Бюргерса, Кортевега-де Фриза и Буссинеска, содержа­
щих производные дробного порядка. Описывается нелокальное взаимодейстnие 
типа Грюнва.J1ь1щ-Летникова-Рисса и соответствующие ему уравнения среды, яв­
ляющиеся интегро-диффсренциа.J1ьными уравнениями дробного порядка. 
Во втором параграфе второй главы рассматриваются взаимно согласован­
ные определения дифференциальных и интеr·ральных векторных операций с интегро­
дифференцированием дробного порядка. На основе предложен11ых определений 
дифференциальных и интегральных векторных операций нецелого порядка фор­
мулируются и доказываются обобщения теорем Грина, Стокса, Гаусса. Методы 
векторного интегро-дифференцирования дробного порядка развиваются для ис­
следования моделей физических систем в электродинамике, аналитической ме­
ханике, статистической физике. РазвиваЮ'!'ся также методы дробного внешне1·0 
исчисления дифференциальных форм, дается nзаимно согласованое построение 
дифференциальные и интегральные операций дробного порядка для обобщения 
дифференциальных форм с использованием производные Капута и интегралы 
Римана-Лиувилля дробного порядка. Определяются векторные опера11ии нецело-
го порядка через дробные дифференциальные формы, операцию звезда Ходжа и 
внешнюю производную дробного порядка. 
Во третьем параграфе второй главы используются взаимосогласовеt.нные 
определения дифференциальных и интегральных векторных операций с интегро­
дифференцированием дробного порядка для описания электромагнитных полей. 
В рамках нелокальной электродинамики рассматриваются дифференциальные 
уравнения Максвелла с производными дробного порядка с использованием дроб­
ного векторного анализв и дифференциальных форм нецелого порядка. 
В четвертом параграфе второй главы предлагаются обобщения некото­
рых основных уравнепий статистической механики, в которых используются интегро­
дифференцирования дробного порядка. Для получения этих уравнений использу-
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ется закон сохранения вероятности в дробно-дифференциальном элементе объема 
фазового нространства. И:~ законов сохранения вероят11ости получаем уравнения 
Лиуви.1ля с дробными производными по координатам и импульсам. Дробное урав-
11епис Лиувилля используется дня получения дробных уравнений Боголюбова и 
кинетических уравнений с дробными производными. Рассматриваются уравне­
ния статистической механики для дробных гамильтоновых систем . Уравнения 
Лиувилля и Боголюбова с дробными производными по координатам и импуль­
сам рассматринаются как базис для получения обобщенных кинетических уравне­
ний. Получены уравнение Власова с 11роизво11иыми нецелого порядка. Уравнения 
Фоккера-Планка с дробными производными в фазовом пространстве 11олучаются 
из уравнения Бо1·отобова с производными ,11,роб1ю1·0 порядка. 
В пятом параграфе второй главы предлагаются обобщения понятий гра­
диентной и rамильтоновой систем с использованием дифференциальных форм и 
внешних производ11ых дробных порядков. В общем случае дробные гамильтоновы 
(градие11тные) системы являются негамильтоновы (нсrрадиентными) системами. 
Предлагаемый класс дробных градиентных и гамит,тоновых систем значительно 
шире, чем класс обычных градиентных и гамильтоновых динамических систем. 
Обычные гамильтоновы и 1·радиентные системы фактически являются частными 
случаями дробных гамильтоновых и градиентных систем. Дробные грмиентные 
системы используются для раr.смотрения нового типа бифуркаций для широкого 
класса неградиентных сис.-гем . 
В третьей главе рассматриваются модели физических сиС'rсм и сред с эре­
дитарными свойствами и с долговременной памятью стспенноl'О тина с ис1юльзо­
оанием методов интегро-дифференцирования дробного порядка по времени. 
В первом параграфе третьей главы показывается, что электромагнитные 
поля и волны для широкого класса диэлектри•1еских сред должны описываться 
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дифференциальными уравнениями с производными нецелого порядка по времени. 
Порядuк этих производных равен 2 - о: и 2 + fi, где параметры О < а = 1 - п < 1 
и О < {J = т < 1 011ределяются покаэателями п и тп, фигурирующими в экспе­
рименталыю измеримых частотных зависимостях диэлектрической восприимчи­
вости, па.зываемых законами универсального отклика. Получены ураинения, опи­
сывающие обобщения закона Кюри - фон Швейд,1сра и закон Гаусса для диэлек­
трических материалог~ с универса..1ы1ым откликом. Получены дробные интегро­
дифференциальные уравнения для электромагнитных вш1н 1:1 /\ИЭJ1ек·1·рических 
средах. Эти уравнения я11ляются общими для широкого класса сред независимо 
от их физической структуры, химического состава и природы ноляризации, будь 
то дипольная, электронная или ионная. 
Во втором параграфе третьей главы рассматриваются нсинтегрирусмые 
(неголопомные) с11язи с долговременной степенной памятью, описываемой интегро­
дифференцированием дробного порядка по времени. Производные нецелого по­
рядка позволяю·~· описывать нсголономные свяэи со степенной памятью с исполь­
зованием методов дробного математического анализа. 
Для системы, описываемых лагранжианом J, = Т - И, непотенциальвыми си­
лами Qk, и 11еинте1·рируемыми связями fs = О, s = 1, .. " т, рассматриваются 
следующие два частных случая нсrоJюномной динамики систем с памятью: 
а) Динами 11сские системы с памятью, на которые наложены 11е1·олономнью связи 
без памяти: 
L = L(q, a'D?q, 1'D'tq), J.(q, D:q, t) =О, s = 1, ... , r < n. 
6) Динамические системы, на которые наложены неголономные связи с намнтью: 
L = L(q, D}q), J.(q, a'D?q, i'D'tq, t) =О, s = 1, .. " r < п. 
Здесь a'D't обозначает 11роиз1Ю/\ную дробного порядка а по времfШИ t. 
Иснользуя принцип Даламбера-Ла~·ранжа, мы вьшодим дробные дифференци­
альные ураннения из лагранжиана и гамильтониана, которые содержат только 
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производные целого порядка, нри условии наложения на систему неголономных 
связей со степенной памятью. Обсуждается применимость принципа стационар-
1юсти действия л.ля неrолономных систем с дош·овременной памятью. 
В третьем параграфе третьей главы рассматриваются модели дискре·rных 
систем со степенной памятью, ко•rорые следуют из уравнений движения, содержа­
щих 11роиз1.1одные дробного порядка по временим. Эффект памяти в дискретных 
системах означает, что эволюция данного состояния занисит от всех прошлых 
состояний. Дискретные отображения со степенной памятью 1.1ыводятея из диф­
ференциальных ура1.1нений с производными дроб1101·0 порядка по времени без ис­
пользования каких-либо аппроксимаций дробных производных. Рассматриваются 
щюбные дифференциальные уравнения, описывающие движение систем с памя­
тью и периодическими толчками. Из этих уравнения получены соответствующие 
дискретные отображения с памЯ1ъю, являющиеся обобщениями хорошо извест­
ных отображений таких, как стандартное и универсальное отображения, отобра­
жения Амосова, Заславского и Хенона. Для получения дискретных отображений 
е намятью из дробных дифференциальных уравнений испо11ьзуются два метода. 
В первом методе применяются вспомогательные переменные. Вторым методом 
дискретные отображения с памятью выводятся из дифферснциа;1ьных уравнений 
с производными Капуто и Римана-Лиувилля с ис1юJ1ьзова11ием эквивалентности 
задачи Коши 11 нелинейных интегральных уравнений IЗот,тсрра второго рода. 
На;rичис памяти у дискретных систем приводит к тому, что эволюция данного 
состояния зависит от всех предыдущих состояний. При этом влияние этих состо­
яний 011ре;~,с,1нстся степенными весовыми функциями i~(z), S0 (z) и Wa(a, Ь, с). 
Полученные модели дискрt,'Тных систем с памят1.ю выводятся из соответству10-
щих ураннений движенин с интегро-дифференцированием дробного порядка без 
использования какие-либо а11проксимации производных дробного rюрядка. 
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В четвертой главе рассматриваются модели квантовых гамильтоновых и нега­
мильтоновых систем, взаимодейс·гвующих со своим окружением и описываемых 
дробными степенями инфинитезима.;1ьных производящих 1·снсраторов. Описьша­
ются динамические с1юйства экранированных кван·говых систем. Используя вей-
левскос квантование и представление производных нецелого порядка в виде ряда 
и в виде интеграла Фурье, мы строим квантовые аналоги производных Римана­
Лиувилля и проиэводных Лиувилля. 
В первом параграфе четвертой главы рассматриваются мо;1ели гамиль-
тоновых квантовых систем, взаимодействующих с окружением и описываемых 
дробными стененями дифференцирований на операторной ал1·ебре. Для гамильто­
новых систем уравнение Гейзенберга определяется некоторой формой дифферен­
цирования на операторной алгебре. Инфинитезимальный генератор .С = (i/ h)[ Н, . ] , 
ис1юльзуемый в уравнении Гейзенберга, яв;1яе'\·ся дифференцированием наблюда­
емых, то есть линейным отображением .С, которое удовлетворяет правилу Лейбни­
ца. Дробное дифференцирование па множестве кван•rовых наблюдаемых рассмат­
ривается как дробная степень дифференцирования .С= (i/ h)[H, . ], что пшволяет 
обобщить понятие гами;1ьтоновой квантовой системы. В этом случае оператор­
ное уравнение для квантовой наблюдаемой будет (дробно-дифференциа;1ьным) 
обобщением уравнения ГейСJепбер1·а. Пре,1лапJ.С:.юе обобщенное ураннение Гейзен­
берга точно решается для гармонического осциллятора. Решенин задачи Коши 
д;1н дробно-дифференциального уравнения Гейзенберга представляются через су­
пероператоры Фi0 ', t > О, которые обрюуют одно11араметрическую полугруппу. 
В силу этого эволюuия наблюдаемых дробно-,1иффсренциальных квантовых си­
стем является марковской. Дифференцирование нецелого норндка рассматрива­
ется как один из СIJО(;обов описания взаимодействия междУ квантовой системой и 
окружающей средой. Эта интерпретация обусловлена тем, что формула Бохнера­
Филлипса представляет собой некоторое сглаживание (усреднение) гамильтоно-
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воn эволюции Фt по времени t > О. Это сглаживание интерпретируется как влии­
ние окружающей среды на квантовую систему. Показатель степени инфинитези­
мально1·0 генератора характериэует меру интенсивности взаимодействии между 
системой и окружением . 
. Во втором параграфе четвертой главы рассматриваются модели откры­
тых и 11сгамш11,то1ювых квантовых систем, взаимодействующих с экранирован-
11ым окружением с испоJ1ьзова11ием дробных сте11енсй в1юлне-дисс11патив11ых су-
11еропсраторов. Доказывается , •1то предлагаемые супероператоры являются инфн­
нитези~1алы1ыми генераторами вполне положительных полугруmr. Описываются 
основные свойства квантовой дробно-динамической полугруппы. Нецелая степень 
кванто11ого марковского ПJ>ОИ3водящеrо супероператора рассматривается как па­
раметр для 011исания меры ::1кранирования окружающей среды. Квантовые мар­
ковские урпвнения с вполне диссипативными суrrероператорами являются наибо­
лее общим видом марковских уравнений , описывающих неунитарную эволюцию 
оператора плотности, сохраняющую след и являющуюся нполне положИ'l'елыюй 
при любых начальных условиях. Показатеш, нецелой степени инфинит(:',зимально-
1'0 генератора рассматривается как параметр , 011исывающий меру экранирования 
окружения системы, то есть окружающей се среды. Используя пре;1,ставлсние вза­
имо;1сйствю1 ;1ля квантового маркоnско1 ·0 ура1шения, мы рассматринаем дробную 
степень негамиш>гоноnой части инфинитюима.:rьного генератора с покаэателем а. 
В пре;1,слс а · --> О получаетсн уравнение Гейзенберга для r·амильтоновых систем . В 
слу•rае а = 1 получается обычное квантовое марковское урн.ннсние. Выделяются 
следующие с;1учаи: (а) отсутствие влиюшя окружающей среды (а =О); (6) пол­
ное t1лияние окружающt>й среды (а = 1); (в) степе1111ое экранирование влияния 
окружающей среды (О < а < 1 ). 
В отли•1ие от гамильтоноuых квантовых систем инфинитезимальные генера­
торы открытых и не1·амильтоноuых систем не являе-1·ся дифференцированиями 
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на алгебре квантовых наблюдаемых. Для широкого класса квантовых 11е1'амиль­
тоновых систем инфинитезимальный генератор С является вполне диссипатив­
ным. Рассматривается обобщение квантового нроизводящего уравнения для нега­
мильтоновых систем на случай дробной степени производяще1·0 супероператора 
и на случай системы со степенной долговременной памятью. Формула Бохнера­
Филлинса нозволяет выразить дроб110-динами•1еское описание в терминах обыч­
ной диш:1мики. Предложенные квантовые марковские уравнения е дробными сте­
пенями супероператоров уравнения решены для линейного гармонического осцил­
лятора, являющегося открытой системой. 
В третьем параграфе четвертой главы рассматриваются методы вейлев­
скоrо квантования для интегро-дифференцирования Римана-Лиувилля и Лиувил­
ля. Для нахождения квантового аналога производных Римана-Лиувилля исполь­
зуе-гся представление этих производных на множестве аналитических функций. 
В этом представлении производная Римана-Лиувилля является степенным ря­
дом с проиэводными целого порядка, что позволяет использовать соответствие 
между производными целого порядка и самосопряженньши коммутаторами. Для 
определения квантовоrо аналога производной Лиувилля, которая определена на 
всей действительной оси, используется пре;\ставлсние вейлевского квантования 
череэ Фурье-нреобразованис. Предла1·аемые квантование производных Римана­
Лиувилля позволяют сформулировать квантовые аналоrи дrюбных га~шльтоно­
вых систем. 
В приложении приводятся основные сведения об интеrрировании дробнОI·о 
порядка. 
В заключении формулируются основные результаты, полученные в диссер­
тации. Они сводятся к следующим: 
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1. Построены принципиально новые модели описания ;\инамики фрактальных 
сред и распределений, в которых они представляются специальными сплош­
ными средами, ври этом их характеристики и диш1.ми'1еские законы описыва­
ются интегральными уравнениями дробного норядка. Поряд<ж интегрирова­
ния определяется нецельши (мас.:совой, ~1арядовой, частичной и др.) ра:с1мер­
посТJiМИ среды и распределения. Описаны сносuбы расчета масс, зарядов, 
нотоков, 11олей, мультипольных :-.юментов, МО!v!ентов инерции, энергий, им­
пу:11,сов и ;1ругих характеристик фракт1.1..пы1ых сред и распределений. 
2. Впервые построены теоретические моде.1и дискретных систем, таких как ли-
11ейные J\епочки и кристаллические решетки, с нелокальными взаимодействи­
ями стенеююго типа, приводящие о нспрерьшном пределе к :v~оделям нело­
кальных сплошных сред, описываемых уравнениями с интегро-дифференци­
rонаниями нецелого порядка по координатам. Показано, что сте11енная нело­
кальность в непрерывных средах евJiзана с мсжчастичным взаимодейст1ше!v! 
дробно-степенного типа. 
3. Впервые взаимно согласовано определены дифференциальные и интеграль­
ные векторные оrюра~\ии дробного порядка, на их основе сформулированы 
и доказаны и11те1·ральные теоремы, построены новые мод~ли статисти'1еской 
механики и элек·1·1юдинамики со степенными нелокальноетями. Впервые по­
строены модели градиентных и 1·амильто1ювых систем дроб1ю1·0 порядка, поз­
воляющие сводип, изучение широкого класса не1·радие11тных и негамильто­
новых систем к иеслеi~ованию свойств обобщенных потенциалов и гамильто­
нианов. 
4. Предложен 11ринци11иа.пьно новый подход к описанию электромагнитных по­
лей в диэлектрических средах, подчиняющихсJi законам универса.лыюго от­
ю~ика. В основе ЭТОl'О подхода лежат интегро-дифференциальные уравнения, 
дробный порядок которых явно выражается через экспериментально измери-
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мые показатели степенной эависимост11 универсалыюrо отклика. 
5. Впервые построены модели fН'.l'ОJЮ1юм11ых систем со степенной памятью, ис­
пuлhзующис интегрu-дифференцирuва11ю1 Римана-Лиувилля и Кануто дроб­
ного 1юрядка. Покаэано, что эффекты памяти могут воэникать вследствие 
наложеню1 на систему 11е1·олономных связей. 
6. В11ер1Jыс построены без каких-либо аппроксимаций модели дискретных си­
стем (отображений) с памятью, экнива.;rентные моделям физических систем 
с нериодичсскими толчками и со стспсшюй памятью, описывае~юй интсг~ 
диффсренциронанием дробного лоря;\ка. 
7. Впервые построены модели квантоных rамильтоновых и неr·амильтоновых 
систем со сте11ен11ым экранированием окруженин и 011иса11ы динамические 
свойства таких систем. Впервые реализовано вейлевское квантование интегро­
диффсрснцирования Римана-Лиувилля и Лиувилля дробного нuрядка, поз­
воляющее описывать квантовые анало1·и классических систем со С'1'епен11ыми 
l!CJIOK8.Jll,HOCTЯMИ. 
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